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Аннотация. Приводится решение навигационной задачи Цермело для плоского вихревого поля скоростей, полученное в аналитической форме. В качестве примеров даются результаты конкретных решений задачи при различных соотношениях скоростей вихря и движущегося объекта. Эти решения получены с применением пакета MathCad.





Abstract. The solution of the Zermelo navigational task for the flat rotational velocities field has been obtained in an analytical form. The specific solutions of the task under various relations of velocities of a curl and a moving vehicle are given as examples. These solutions have been obtained with the help of the MathCad application.





1. Введение


Задача Цермело по оптимальному управлению объектом, перемещающимся в заданном произвольном поле скоростей, является классической. Обычно ее решение строится численно, т.к. получение аналитических решений ввиду нелинейности большинства задач управления практически невозможно. Эта нелинейность задачи управления имеет место, даже если исходная кинематическая задача линейна.


Поэтому возможные аналитические решения таких задач всегда представляют большой интерес. Автору удалось построить аналитическое решение одной задачи подобного типа с управлением по быстродействию. Это задача наискорейшего перемещения объекта в вихревом поле скоростей. Получено достаточно громоздкое (но аналитическое!) решение, для которого время перемещения при замыкании задачи определяется из трансцендентного уравнения. Его, естественно, приходится решать численно.


Общее решение задачи проверено для частных случаев, решения для которых хорошо известны, и получены их полные совпадения. Решение задачи для ряда случаев проведено численно с помощью пакета MathCad7.0.





2. Основные уравнения задачи


Пусть объект движется в плоской системе координат x1, x2 с постоянной по модулю скоростью V, и управление производится только выбором направления движения – угла u между вектором скорости и осью абсцисс x1. Тогда кинематические дифференциальные уравнения движения выглядят следующим образом:


dx1/dt = v1(x1, x2) + V cos u


dx2/dt = v2(x1, x2) + V sin u,�
(1)�
�
где v1(x1, x2) и v2(x1, x2) – составляющие поля скоростей, в котором происходит движение объекта. Если речь идет о движении в поле вихря, то эти составляющие таковы:


v1(x1, x2) = (( x2 		v2(x1, x2) = +( x1,			(2)


где ( – угловая скорость вращения вихря против часовой стрелки.


Пусть движение происходит из начальной точки с координатами x10, x20 в конечную точку с координатами x1f, x2f. Время движения tf  не определено, но должно быть минимальным.


Используем для решения метод оптимального управления акад. Л.С. Понтрягина, для чего составим Гамильтониан H задачи в виде линейной формы (Болтянский, 1969):


H = p1(v1 + V cos u) + p2 (v2 + V sin u) ( 1,				(3)


в котором появились новые переменные p1 и p2, называемые сопряженными.


Оптимальное в смысле быстродействия управление реализуется при максимуме Гамильтониана в области изменения параметра управления u и потому может быть найдено из условия равенства нулю частной производной от Гамильтониана по параметру управления:


(H/(u = (p1 V sin u + p2 V cos u = 0.				(4)


Решение этого простого уравнения определяет управление в виде tg u = p2/p1, или в виде отдельных выражений для синуса и косинуса управления


sin u = p2/(p12 + p22)1/2		cos u = p1/(p12 + p22)1/2.			(5)


Достигаемое при этом управлении значение максимума Гамильтониана равно нулю в течение всего движения, и с учетом поля скоростей (2) дается выражением


M = maxu{H} = p1v1 + p2v2  + V (p12 + p22)1/2 ( 1 =


= p1((( x2) + p2(+( x1)  + V (p12 + p22)1/2 ( 1 = 0.�
(6)�
�
Это соотношение, записанное для конкретного момента (моментов) времени, позволит получить недостающее условие (условия) для замыкания задачи.





3. Построение аналитического решения


Получим сопряженные уравнения для введенных неизвестных p1 и p2, дифференцируя Гамильтониан частным образом по аргументам x1 и x2:


dp1/dt = ((H/(x1 = (( p2 	dp2/dt = ((H/(x2 = +( p1	.		(7)


Умножая первое из этих дифференциальных уравнений на p1, а второе на p2 и складывая, получим первый интеграл системы в виде p12 + p22 = const. Полученная система (7) линейна, однородна и имеет простое общее решение:


p1 = A cos(( t) + B sin(( t) 		p2 = (B cos(( t) + A sin(( t),		(8)


где А и В – пока неизвестные произвольные постоянные. Легко проверить, что p12 + p22 = А2 + В2 и, тем самым, постоянно, как это следует из первого интеграла движения. Если в задаче заданы координаты начальной и конечной точки, то условия трансверсальности сводятся к заданию начальных и конечных значений переменных p1 и p2:


p1(0) 			p2(0) 			p1(tf) 			p2(tf).		(9)


Если конечное условие состоит, например, в попадании на окружность заданного радиуса R, т.е. при t = tf выполняется равенство x12 + x22 = R2, то условия трансверсальности на этой окружности примут иную форму с новой константой (:


p1(tf) + ( 2x1f  = 0, 		p2(tf) + ( 2x2f = 0.			(10)


При найденном оптимальном управлении (5) и полученном решении сопряженных уравнений (8), уравнения движения (1) приобретают следующий вид:


dx1/dt = (( x2 + V (A cos(( t) + B sin(( t)) / (А2 + В2)1/2


dx2/dt = +( x1 + V ((B cos(( t) + A sin(( t)) / (А2 +В2)1/2.�
(11)�
�
Система линейна, имеет ненулевую правую часть, и ее общее решение строится как сумма общего решения однородной системы и частного решения системы с правыми частями:


x1(t) = C cos(( t) + D sin(( t) + t V (A cos(( t) + B sin(( t)) / (А2 + В2)1/2


x1(t) = C cos(( t) + D sin(( t) + t V (A cos(( t) + B sin(( t)) / (А2 + В2)1/2�
(12)�
�
с двумя новыми произвольными константами C и D.


Все решения получены, но они содержат пять неизвестных – четыре произвольных константы A, B, C, D и время движения до конечной точки tf. Для их нахождения у нас имеется ровно пять условий – четыре граничных условия заданных значений координат и условие (6) максимума Гамильтониана в конечной точке. Именно поэтому задача замыкается, и решение ее может быть полностью построено.


Удовлетворяем начальным условиям:


t = 0	x1(0) = x10	x2(0) = x20,


что дает из (12) значения двух констант С = x10, D = (x20. Удовлетворяем конечным условиям:


t = tf	x1(tf) = x1f	x2(tf) = x2f.


Это приводит к двум равенствам, в которых константы С и D заменены их значениями, полученными из начальных условий:


x1f = x10 cos(( tf) ( x20  sin(( tf) + tf V (A1 cos(( tf) + B1 sin(( tf)),


x2f = x20 cos(( tf) + x10 sin(( t) + tf V ((B1 cos(( tf) + A1 sin(( tf)),�
(13)�
�
где вместо констант А и В введены константы


A1 = A/(А2 + В2)1/2, 		B1 = B/(А2 + В2)1/2,


такие, что A12 + B12 = 1.


Разрешая систему (13) относительно этих констант, получим:


A1 = ({x10 – (x1f cos(( tf) + x2f  sin(( tf))} /V tf,


B1 = ({(x20 + (x2f cos(( tf) ( x1f  sin(( tf))} /V tf.


Найденные константы позволяют явно выписать решение – поведение объекта во времени:


x1(t) = (x10 cos(( t) ( x20 sin(( t))(1(t/tf ) + (x1f  cos(( (tf(t)) + x2f  sin(( (tf(t))) t / tf,


x2(t) = (x20 cos(( t) + x10 sin(( t))(1(t/tf ) + (x2f  cos(( (tf(t)) ( x2f  sin(( (tf(t))) t / tf.�
(14)�
�
При этом оптимальное в смысле быстродействия управление (5) также выписывается явно с помощью решения (8) и полученных констант A1 и B1:


V sin u = {((x20 cos(( t) + x10 sin(( t)) + (x2f  cos(( (tf(t)) – x1f  sin(( (tf(t)))} / tf,


V cos u = {((x10 cos(( t) ( x20 sin(( t)) + (x1f  cos(( (tf-t)) + x2f  sin(( (tf(t)))} / tf.�
(15)�
�
Полученное аналитическое решение (14)-(15) содержит неизвестный параметр: время оптимального движения tf. Его можно определить, используя значение максимума (6) Гамильтониана в конечный момент времени tf:


M = p1f((( x2f) + p2f(+( x1f) + V (p1f2 + p2f2)1/2 ( 1 = 0.


Вводя в это соотношение найденные решения для p1,2 и x1,2 в конечный момент времени, получим соотношение, в которое входит неизвестная продолжительность движения tf:


{cos(( tf)(x10 x2f ( x20 x1f) ( sin(( tf)(x10 x1f + x20 x2f)} ( (А2 + В2)1/2/(V tf) + V (А2 + В2)1/2 ( 1 = 0.


Однако в это соотношение вошла также комбинация из суммы квадратов констант А и В. Поэтому можно воспользоваться соотношением связанных с ними констант A12 + B12 = 1. Это даст желаемое уравнение для продолжительности движения:


x102 + x202 + x1f2 + x2f2 ( 2 sin(( tf)(x10 x2f ( x20 x1f) ( 2 cos(( tf)(x10 x1f + x20 x2f) = (V tf)2.	(16)





4. Численные решения


К сожалению, уравнение (16) для tf носит трансцендентный характер и может быть решено только численно. Для иллюстраций численные решения получены с помощью пакета MathCad7, в среде которого возможно определять продолжительность движения и затем строить перемещение объекта и управление им в ходе движения с их графической иллюстрацией. Обратим внимание на частный случай, который немедленно следует из (16) при отсутствии вихревого поля, когда ( = 0:


tf = {(x10 ( x20)2 + (x1f ( x2f)2}1/2 /V,


что вполне соответствует прямолинейному движению в этом случае. Далее рассмотрим два решения, лежащих в известной мере на противоположных границах области возможных решений по соотношению скоростей движения объекта и вихря. При этом начальная и конечная точка движения выбраны одинаковыми со следующими координатами (движение начинается с периферии вихря):


x10 = 20		x20 = 0		x1f = 4		x2f = 0.


а) Случай оптимального движения при малой собственной скорости объекта V и большой угловой скорости вихря (. Выбраны скорость движения объекта V = 2 и угловая скорость вихря ( = 3. Действительно, в этом случае линейная скорость в начальной точке движения на радиусе 20 равна 60, что существенно больше скорости собственного движения объекта 2.


Решение трансцендентного уравнения (16) с помощью пакета MathCad дает продолжительность движения tf = 8.623. Это проиллюстрировано графиками на рис. 1а. На нем приведены графически правая и левая части уравнения и показаны точки их пересечения. Естественно, в качестве решения выбирается наименьшее значение tf – ведь речь идет об оптимальности по быстродействию.





�











�


Рис. 1. Графическая иллюстрация определения продолжительности движения. 


Здесь и далее на рисунках:


а) малая собственная скорость объекта и большая угловая скорость вихря;


б) большая собственная скорость объекта и малая угловая скорость вихря


Далее приведены три рисунка с графиками траектории оптимального движения (рис. 2а) в осях х1 и х2, зависимости управляющего параметра в градусах от координаты х1 (рис. 3а) и зависимости его же от времени (рис. 4а). 





��


Рис. 2. Траектория оптимального движения объекта
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Рис. 3. Зависимость управляющего параметра от координаты





��


Рис. 4. Зависимость управляющего параметра от времени


В силу малой скорости объекта достижение конечной точки происходит только при многократных (здесь 4-кратных) оборотах вокруг центра вихря (рис. 2а), при этом столько же раз происходит цикл перекладки руля и изменение направления движения. Вертикальные линии на рис. 3а и 4а не являются скачками в законе управления. Они связаны только со спецификой представления углов, где отсчеты 0 и 360 градусов представляют один и тот же угол.


б) Случай оптимального движения при большой собственной скорости объекта V и малой угловой скорости вихря (. Рисунки для этих случаев приводятся параллельно и для отличия индексируются буквами "б". Так их легко сравнивать.


Поскольку угловая, а, следовательно, и линейные скорости в вихре существенно меньше, чем в задаче а), то и решение меняет свой характер. Конечная точка достигается без оборотов вокруг центра вихря, а управление изменяется гладко, не претерпевая скачков. Это и демонстрируют приведенные рисунки 2б-4б.


5. Заключение


Получено аналитическое решение задачи Цермело для плоского вихревого поля (14)-(15). Однако, замыкание задачи для определения времени движения оказывается трансцендентным уравнением, и на этом последнем этапе задача вынужденно решается численным методом. Но это неизмеримо проще, чем численное решение полной задачи оптимального управления, и может достигаться в рамках таких пакетов, как MathCad, без специального программирования. Набор численных решений для предельных случаев вполне характеризует существенные черты всех возможных решений. Полученные результаты могут быть использованы при оценочных расчетах оптимального пути судна в районах с интенсивной циклональной деятельностью.
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