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Аннотация. Приводится решение навигационной задачи Цермело для плоского линейного поля скоростей, полученное в аналитической форме. В качестве примеров даются результаты конкретных решений задачи при различных соотношениях базовой скорости линейного поля и движущегося объекта. Эти решения получены с применением пакета MathCad.

Abstract. The solution of the Zermelo navigational task for the flat velocities' linear field has been obtained in an analytical form. The specific solutions of the task under various relations of a base velocity of the linear field and a
 
moving vehicle are given as examples. These solutions have been obtained with the help of the MathCad application.



1. Введение

Задача Цермело по оптимальному управлению объектом, перемещающимся в заданном произвольном поле скоростей, является классической. Обычно ее решение строится численно, т.к. получение аналитических решений ввиду нелинейности большинства задач управления практически невозможно. Эта нелинейность задачи управления имеет место, даже если исходная кинематическая задача линейна.

Поэтому возможные аналитические решения таких задач всегда представляют большой интерес. Автору удалось построить аналитическое решение одной задачи подобного типа с управлением по быстродействию. Это задача наискорейшего перемещения объекта в линейном поле скоростей. Получено достаточно громоздкое (но аналитическое!) решение, для которого время перемещения при замыкании задачи определяется из трансцендентного уравнения. Его, естественно, приходится решать численно.

Общее решение задачи проверено для частных случаев, решения для которых хорошо известны, и получены их полные совпадения. Решение задачи проведено численно с помощью пакета MathCad7.0.

Общие положения задачи уже были описаны (Пашенцев, 2000), и получено решение для вихревого поля скоростей. Решение же этих двух задач позволит представить произвольное поле скоростей как суперпозицию двух указанных полей ( вихревого и линейного ( и, тем самым, частично использовать полученные решения.



2. Основные уравнения задачи

Пусть объект движется в плоской системе координат x1, x2 с постоянной по модулю скоростью V и управление производится только выбором направления движения – угла u наклона вектора скорости к оси абсцисс x1. Тогда кинематические дифференциальные уравнения движения выглядят обычным образом:

dx1/dt  =  v1(x1, x2) + V cos u,

dx2/dt  =  v2(x1, x2) + V sin u,�(1)��где v1(x1, x2) и v2(x1, x2) – составляющие поля скоростей, в котором происходит движение объекта.

Если речь идет о движении в линейном поле скоростей, то эти составляющие таковы (рис. 1, метафора канала с линейно ускоряющимся течением):

v1(x1, x2) = V0 x2 / L,�v2(x1, x2) = 0,�(2)��где V0 ( базовая скорость линейного поля скоростей, L ( характерный размер в направлении оси x2.

Точнее, метафора не является полной. Мы не будем пока ставить ограничения на невозможность движения в областях вне стенок канала, когда x2 >L  или  x2 < 0. Без такого ограничения стенки канала "прозрачны" и движущийся объект может выходить за них.

Пусть движение происходит из начальной точки с координатами x10, x20 в конечную точку с координатами x1f, x2f. Время движения tf не определено, но должно быть минимальным.

Используем для решения метод оптимального управления акад. Л.С. Понтрягина, для чего составим Гамильтониан H задачи в виде линейной формы:

H = p1 (v1 + V cos u ) + p2 (v2 + V sin u ) ( 1,�(3)��в котором появились новые переменные p1 и p2, называемые сопряженными к x1 и x2.

�

Рис. 1. Система координат и поле скоростей

Оптимальное в смысле быстродействия управление реализуется при максимуме Гамильтониана в области изменения параметра управления u и потому может быть найдено из условия равенства нулю частной производной от Гамильтониана по параметру управления u:

(H/( u = -p1V sin u + p2V cos u = 0.�(4)��Решение этого простого уравнения определяет управление в виде tg u = p2 / p1, или в виде отдельных выражений для синуса и косинуса параметра управления

sin u = p2 / ((p12 + p22)
;�cos u = p1 / ((p12 + p22).�(5)��

Достигаемое при этом управлении значение максимума Гамильтониана равно нулю в течение всего движения и с учетом поля скоростей (2) дается выражением 

M = maxu{H} = p1v1 + p2v2 + V ((p12 + p22) ( 1 = p1(V0x2/L) + V ((p12 + p22) ( 1 = 0.�(6)��Это соотношение, записанное для конкретного момента (моментов) времени, позволит получить недостающее условие (условия) для замыкания задачи.



3. Построение аналитического решения

Получим сопряженные уравнения для введенных неизвестных p1 и p2, дифференцируя Гамильтониан частным образом по аргументам x1 и x2:

dp1/dt = -(H/(x1 = 0,�dp2/dt = -(H/(x2 = - (V0 /L) p1.�(7)��Полученная система (7) линейна, однородна и имеет простое общее решение:

p1 = A = const,�p2 = А ( А V0 t / L,�(8)��где А и В – пока неизвестные произвольные константы. Если в задаче заданы координаты начальной и конечной точек, то условия трансверсальности сводятся к заданию начальных и конечных значений переменных p1 и p2:

p1(0)�p2(0)�p1(tf)�p2(tf)�(9)��Если конечное условие состоит, например, в попадании в любую точку на противоположном берегу канала (рис. 1), т.е. при t = tf выполняется одно равенство x2 = x2f, то условия трансверсальности примут следующую форму с новой константой (: 

p1(tf) = 0,�p2(tf) + ( = 0.�(10)��Здесь пока оставим дальнейшее рассмотрение этого случая и вернемся к нему несколько позднее. 

При найденном оптимальном управлении (5) и полученном решении сопряженных уравнений
 
(8), уравнения движения (1) приобретают следующий вид:

dx1/dt = (V0 /L) x2 + V A/([А2 + (В ( A(V0/L) t)2],

dx2/dt = V [В ( A (V0/L) t ] /([А2 + (В ( A(V0/L) t)2].�(11)��Задача обладает легко видимой автомодельностью, поэтому введем новые безразмерные переменные x1~ = x1/L, x2~ = x2/L, s~ = (V0/L)t и параметр K = V/V0. Смысл безразмерных координат, выраженных в долях от характерного геометрического параметра задачи, ясен. Вместо времени t введена переменная s~, которая характеризует безразмерное перемещение потока за это время. Кроме того, разделим правые части уравнений на А, учтем, что ((A2) = |A|. В новых переменных система (11) получает вид:

dx1~/ds~ = x2~ + sw K/([1 + (В ( s~)2],

dx2/ds~ = sw K (В ( s~) /([1 + (В ( s~)2],�(12)��где sw принимает значения (1. Это отношение константы А к ее модулю А / |A|, а В ( новая константа, равная В/A и обозначенная той же буквой. Система (12) линейна, и ее общее решение строится обычным образом:

x1~(s~) = [x20~ + sw K ((1 + В2)] s~ + sw (K/2) {(В ( s~)([1 + (В ( s~)2] ( ln{(В ( s~) + ([1 + (В ( s~)2]}} + D

x2~(s~) = x20~ + sw K ([1 + (В ( s~)2] + С�(13)��с еще двумя произвольными константами C и D.

Полученное аналитическое решение содержит четыре неизвестных – три произвольных константы А, B, C, D и безразмерный путь sf в движении до конечной точки. Для их нахождения у нас имеется пять условий – четыре граничных условия заданных значений координат и пятое условие максимума (6) Гамильтониана в конечной точке. Задача замыкается и решение ее может быть полностью построено.

Удовлетворяем начальным условиям с получением констант C и D:

s~ = 0�x1~(0) = x10~�x2~(0) = x20~,��что дает из (13) значения двух констант 

С = x20~ + sw K ((1 + В2),�D = x10~ ( sw (K/2) {В((1 + В2) ( ln[В + ((1 + В2)]},��а само решение (13) примет такой вид: 

x1~(s~) = x10~ + [x20~ + sw K ((1 + В2)] s~ + sw (K/2) {(В ( s~)([1 + (В ( s~)2] ( В((1 + В2)} –� ( sw (K/2) [ln((В ( s~) + ((1 + (В ( s~)2) ( ln(В + ((1 + В2)]

x2~(s~) = x20~ + sw K [((1 + В2) ( ((1 + (В ( s~)2].�(14)��Удовлетворяем конечным условиям при t = tf:

s~ = sf ~�x1~(s~) = x1f ~�x2~(s~) = x2f~.��Это приводит к двум равенствам, в которых константа В и характеристика конца движения sf~ неизвестны:

x1f~ = x10~ + [x20~ + sw K ((1 + В2)] sf~ + sw (K/2) {(В ( sf~)([1 + (В ( sf~)2] (�( В((1 + В2)} ( sw (K/2) {ln((В ( sf~) + ([1 + (В ( sf~)2] ( ln(В + ((1 + В2)}

x2f~ = x20~ + sw K {В((1 + В2) ( ([1 + (В ( sf~)]2}.�(15)��Гамильтониан (6) в новых обозначениях и при найденном решении имеет такое выражение:

H(s~) = A V0 x2/L + V ({A2 + [B ( A (V0/L) t]2} ( 1�или�H(s~) = A V0 {x2~ + sw K ([1 + (B ( s~)2]} ( 1.��Если записать значения этого Гамильтониана в начальной и конечной точках движения и приравнять их к нулю, то получим два уравнения:

H(0) = A V0 [x20~ + sw K ((1 + B2)] ( 1 = 0,

H(sf~) = A V0 {x2f~ + sw K ([1 + (B ( sf~)2]} ( 1 = 0.

Они не несут новой для нас информации ( их разность в точности дает второе соотношение из группы (15). Однако, они необходимы для определения константы А, которая входит в решение для сопряженных параметров (8).

Оптимальное в смысле быстродействия управление (5) также выписывается явно с помощью решения (8) и полученных констант:

tg u = p2 / p1 = B / A ( (V/L) t = B ( s~,�(16)��т.е. тангенс курса в оптимальном движении линейно изменяется во времени. Здесь В фактически новая константа, которую мы именуем по-прежнему В и именно она фигурирует во всех соотношениях. Кстати, видно, что если константа В отрицательна, то движение будет происходить при курсах, направленных навстречу течению. В противном случае движение происходит либо все время по течению, либо происходит плавное изменение курса от плавания по течению в начале к плаванию против течения в конечной фазе движения.

Косвенным признаком правильности полученного решения может служить рассмотрение предельного случая, когда течение в канале отсутствует. В этом случае точное решение хорошо известно ( "правь на точку". Это означает, что управление постоянно, судно движется неизменным курсом u, который определен простым соотношением

tg u = (x2f~ ( x1f~)/(x20~ ( x10~).�(17)��Покажем, что это известное решение следует из решения, полученного выше, в результате некоторого предельного перехода. Действительно, недостаточно просто положить скорость течения равной нулю. В этом случае V0 ( 0, K = V0 /V ( (, a sf~ ( 0. При этом произведение К sf~ конечно и равно Vtf / L. Раскладывая в (15) все выражения, содержащие sf~, по степеням этой переменной и оставляя только линейные члены, получим следующие соотношения для разностей одноименных координат:

Dx1 = x1f  ( x10 = sw V tf  / ((1 + B2),

Dx2 = x2f  ( x20 = sw V tf B / ((1 + B2).

Отсюда можно получить значение константы В: B = Dx2 / Dx1, что равно тангенсу угла наклона tg u1 прямолинейной траектории к горизонтальной оси x1 в режиме "правь на точку". Этим выявлен физический смысл коэффициента В. С другой стороны, управление u определялось соотношением tg u = p2 / p1 или по (8) tg u = [B ( А (V0 /L) t] / A = B/A = B. Следовательно, управление постоянно и его тангенс равен В, т.е. получено именно решение (17) вида "правь на точку" с постоянным углом следования.



4. Численные решения

В отличие от задачи вихревого поля, ситуация с определением продолжительности движения tf и константы В сложнее: они оказались связанными двумя трансцендентными уравнениями (15). Следовательно, дальнейшее решение задачи может быть проведено только численно, для чего вновь используем возможности пакета MathCad7. В его среде возможно определить продолжительность движения и константу В и затем строить перемещение объекта и управление им в ходе движения с графической иллюстрацией этих величин. Но учитывая сложность системы двух трансцендентных уравнений (15) и необходимость варьирования ряда параметров, усилим "модельность" задачи, исключив из вариаций параметр скоростей К. Это легко сделать, поделив все члены уравнений (15) на этот коэффициент и введя новейшие координаты х1,2^ взамен координат х1,2~:

х1^ = х1~/ K�х2^ = х2~/ K.��При этом мы потеряем в физическом смысле координат, но решив одну задачу, получим возможность интерпретировать с помощью ее результатов решения целого спектра подобных задач. Уравнения (15) претерпят самое незначительное изменение ( в них просто исчезнет коэффициент скоростей К. Именно такая система уравнений и решается теперь численно, при этом в основном варьируется конечная координата x1f.

Далее приведены три комплекта рисунков (рис. 2-5) для различных значений x1f^ с графиками траектории оптимального движения в осях х1 и х2 и зависимости управления u от времени. На рисунках хорошо видно, как при определенных значениях x1f^ оптимальное решение использует скорость течения для увеличения скорости движения. Для этого происходит выход в зону обратного течения (рис. 2) или в зону x2 > L (рис. 3). Рис. 4-5 приводят решения, выбранные для физической интерпретации результатов. Так, случай рис. 4 дает sf~ = 0.17 и x1f^ = -0.86. Если взять для конкретизации модельного решения L = 1 м.миля, V = 6 узл., V0 = 2 узл., то получим: время движения t = sf~ L/V0 = 0.085 ч = 5.1 мин.

Пройденные расстояния: вдоль горизонтальной оси х1 = x1f ^L K/V0 = -0.86(1(3/2 = -1.29 м.мили; вдоль вертикальной оси x2 = x1f ^L K/V0 =1(1(3/2 = 1.5 м.мили.

В силу модельности задачи при пропорциональном увеличении всех базовых параметров эти величины не изменятся. В то же время, меняя L, V и V0 произвольным образом, можно получить множество физических интерпретаций из одного модельного решения.

�����Рис. 2. Траектория движения и управление �по времени (x1f = -5
, sf = 4.715)�Рис. 3. Траектория движения и управление �по времени (
x1f = +5
, sf = 2.959)�������Рис. 4. Траектория движения и управление �по времени s~ (x1f = 0.17
, sf = 1.063
)�Рис. 5. Траектория движения и управление �по времени  (x1f = -0.86
, sf = 1.923)��5. Решение при выполнении условий трансверсальности

Вернемся к условию трансверсальности (10), которое возникает, если на противоположном берегу канала не задана координата х1f, которую следует достичь в конечной точке оптимальной траектории. Тогда сопряженные переменные, согласно (10), в течении всего движения остаются постоянными, причем p1 = 0, p2
 
=
 
B. Напомним, что в отсутствие условий трансверсальности мы имели иное решение: p1 = A, p2 = B ( A(V0 (t/L.

Немедленно из (5) определяется оптимальное управление cos u = p1/((p12 + p22) = 0. Следовательно, u = 90°, что дает собственное движение судна перпендикулярно противоположному берегу. Система кинематических уравнений (11) при этом существенно упрощается

dx1/dt = (V0 /L) x2�dx2/dt = V.�(18)��Решение этой системы совершенно элементарно и при двух начальных условиях х1(0) = х10, х2(0) = х20 и одном конечном х2(tf) = х2f (значение х1f не задано и должно быть получено в процессе решения) имеет вид:

x1(t) = x10 + x20 V0 t / L + V0 V t2 / (2 L)�x2(t) = x20 + V t.�(19)��Хорошо видно, что траектория движения ( простая парабола, а координата х1 на противоположном берегу, которая достигается в этом оптимальном движении, определяется из (19) очень просто. Сначала находим время движения из начального условия х2(0) = х20

tf = (x2f ( x20) / V = Dx2 / V.�(20a)��Затем подстановкой найденного времени tf в первое уравнение из (19) находим искомую координату:

x1f = x10 + x20 (V0/V) Dx2 / L + 0.5 (V0/V) Dx2 2 / L.�(20b)��Для возможности сравнения этих решений с предыдущими численными решениями, приведем выражения (20) к s~ и новейшим координатам х1^, х2^. Преобразуем время движения

sf~ = tf V0 / L = (V0 / V) Dx2 / L = Dx~2 / K = Dx^2.

Затем, деля обе части соотношения (20b) на произведение (L(K), получим в новейших координатах

Dx1f^ = x1f^ ( x^10 = x^20*Dx^2 + 0.5((Dx^2)2.

Заметим, что без потери общности можно навсегда положить x10(x^10) = 0 в силу однородности задачи на всем протяжении оси x1.

6. Решение при ограничениях, налагаемых стенками канала

Вновь вернемся к решениям, полученным численно, и напомним, что они были получены для "прозрачных стенок канала", когда (рис. 2) быстродействие обеспечивалось выходом либо в область с обратным течением (x2 < 0), либо (рис. 3) в область с высокой скоростью течения (x2 > L). Если запретить эти возможности и сделать стенки канала действительно жесткими, то оптимальное по быстродействию решение придется искать в ином классе траекторий. В этом случае оптимальная траектория будет "склеена" из нескольких участков со скачкообразным изменением управляющего параметра при переходе с одного участка на другой. Принципиально возможны следующие типы участков:

Участок 1. Движение происходит вдоль берега канала, где скорость течения нулевая (x2 = 0), и продолжается некоторое, пока неизвестное время t1. Скорость такого движения V, пройденный в нем путь равен V( t1.

Участок 2. Движение происходит от одного берега канала на противоположный в некоторую точку, определяемую согласно условиям трансверсальности. Время движения t2 и координата х1(t2), в которую мы попадем при этом, определяются выражениями (20a,b) или их аналогами в новейших координатах.

Участок 3. Движение происходит вдоль берега канала, где скорость течения максимальна (x2 = L), и продолжается время t3. Скорость такого движения V+V0, пройденный в нем путь равен (V+V0) t3, и он должен быть равен оставшемуся пути от достигнутой на участке 2 точки с координатой х1(t2) до конечной точки с заданной координатой x1f.

Общее время движения tf  является суммой t1 + t2 + t3, которую и следует минимизировать.

tf = t1 + t2 + t3 = t1 + Dx2 / V + [x1f ( x1(t2)] / (V + V0) = 

= t1 + Dx2 / V + [x1f  ( 0.5 V ( V (t2)2 / L ( x20 V t2 / L ( x10 + V t1] / (V + V0) = 

= t1 [1 + V / (V + V0)] + …,

где многоточием обозначены члены, которые не содержат времени t1 и фактически являются константами. Эта структура выражения для суммарного времени движения показывает, что это время монотонно зависит от t1, возрастая с его ростом. Поэтому при оптимизации по быстродействию следует либо изъять из траектории участок 1, либо, при невозможности этого, свести его к необходимому минимуму. Это значит, что реально возможны два вида оптимальных траекторий.

Траектория 1. Если координата x1f конечной точки движения достаточно велика, то следует двигаться сразу же по параболе участка 2. Достигнув противоположного берега, продолжить движение вдоль него вправо до достижения заданной точки.

Траектория 2. Если координата x1f достаточно мала, то следует начать движение вдоль исходного берега влево до такой точки, что из нее можно непосредственно попасть в заданную на противоположном берегу точку, двигаясь по параболе участка 2.

Чтобы оценить, насколько велика (или мала) эта координата, ее следует сравнить с величиной x1(t2), полученной в результате решения (20b) на участке 2:

х1(t2) = x10 + x20 (V0/V) Dx2 / L + 0.5 (V0/V) (Dx2)2 / L.�(22a)��Если x1f > х1(t2), то реализуется траектория 1, в противном случае реализуется траектория 2.

Условие (22) можно записать в новейших координатах для целей сравнения с численными решениями, проведенными именно в таких координатах:

x1^(s2) = x10^ + x20^  Dx2^ + 0.5 (Dx2^)2,�(22b)��а условное время движения s~ на участке 2 было записано ранее (20а) в виде s2~ = Dx2^.

Время движения на первом участке для траектории 2 определим так. Координата конечной точки x1(t1) участка 1 не определена, но она является начальной точкой второго участка, попадающего в точку с координатой x1f. Отсюда получаем 

x1f^ = x1^(t1) + x20^ Dx2^ + 0.5((Dx2^)2.

Тогда время t1 равно

t1 = [x10 ( x1(t1)] / V,

а соответствующее условное время s~ = t V0 /L находится как

s1~ = x10^ ( [x1f^ ( x20^ Dx2^ ( 0.5 (Dx2^)2], 

где и справа и слева стоят исключительно безразмерные величины. Общее условное время движения по траектории 2 равно, следовательно, 

sf~ = s1~ + s2~ = x10^ ( [x1f^ ( x20^ Dx2^ ( 0.5 (Dx2^)2] + Dx2^.�(23)��Теперь определим время t3 движения по траектории 1 на третьем участке. В этом случае оно определяется пройденным расстоянием

x1f ( x1(t2) = x1f  ( [x10 + x20 (V0/V) Dx2 / L + 0.5 (V0 /V) (Dx2)2 / L]

со скоростью V + V0:

t3 = {x1f  ( [x10 + x20 (V0/V) Dx2 / L + 0.5 (V0 /V) (Dx2)2 / L)]} / (V + V0),

что в условном отсчете времени s выглядит так

s3~ = {x1f^ ( [x10^ ( x20^ Dx2^ ( 0.5 (Dx2^)2]} V / (V + V0) = {x1f^ ( [x10^ ( x20^ Dx2^ ( 0.5 (Dx2^)2]} K / (1 + K).

Следовательно, общее время движения по траектории 1 равно

sf~ = s2~ + s3~ = Dx2^ + {x1f^6 ( [x10^ ( x20^ Dx2^ ( 0.5 (Dx2^)2]} K / (1 + K).�(24)��Этим завершается решение задачи на быстродействие для данного поля скоростей при ограничениях движения в непроницаемых стенках канала.

Полученные решения возможно сравнить с решениями, найденными численно в п.4, когда указанные ограничения отсутствуют. Результаты таких решений приведены на рис. 4, 5, там же в подрисуночных подписях указаны конечные значения х1f и продолжительность движения в условном отсчете времени s.



7. Заключение

Полученные аналитические решения позволяют описывать результаты целого ряда задач оптимального по быстродействию движения в линейном поле скоростей. Задача позволяет дальнейшие обобщения, над которыми работает автор. Решения легко приложимы к выбору оптимальных путей перехода судов в условиях действия естественных течений.
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