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Аннотация. Представлено доказательство существования и единственности решения обратной динамической задачи сейсмики и способ ее решения для слоистой среды при достаточно общих предположениях о ее свойствах, а также описаны методы однозначного определения плотности в слоях по известной скорости или акустической жесткости.


Abstract. The existence and the uniqueness of the solution of the inverse dynamic seismic problem have been proved and the way of its solution for the layered medium under rather common assumptions about its features has been given in the paper. The author considers the methods of one-valued density determination in layers using the known velocity or acoustic stiffness.





1. Введение


Эта статья является продолжением работы (Рожков, 2002), в которой решение сформулированной ниже задачи было дано в предположении, что известна либо скорость, либо акустическая жесткость со своими первой и второй производными, а также был изложен метод решения в предположении, что плотность в слое является кусочно-линейной функцией от горизонтальной координаты. Чтобы не загромождать основное изложение тривиальными дополнительными выкладками, в настоящей статье дано решение для плотности, являющейся просто линейной функцией на отрезке, но при этом приводятся новые варианты решения. Два варианта решения даются в предположении, что известна либо скорость, либо акустическая жесткость и лишь их первые производные, и один вариант решения в предположении, что известна только скорость либо акустическая жесткость, вообще без использования их производных, что может серьезно повысить точность вычислений функции плотности. 





2. Постановка задачи


Опишем формально требования, налагаемые на среду. Отложим по горизонтали ось ОХ с началом в некоторой точке О. Положительным направлением будем считать направление слева направо. Пусть имеется п слоев, для каждого из которых в некотором отрезке [x0,X] значений x известны жесткости Ci(x) и времена пробега сейсмических волн ti(x), как функции от x, то есть xО [x0,X], i ( номер слоя, i = 1,...,n. Число границ, которые разделяют отдельные слои, равно n+1. Пусть известны глубины первой и последней из этих границ как функции от x, то есть h1(x) и hn+1(x). Обозначим мощность i-го слоя через Hi(x). Тогда 


е Hi(x) = hn+1(x) - h1(x) = H(x) ( известная функция от x.			 (1)


Поставим перед собой задачу найти в каждом i-м слое функции Hi(x) ( мощность, Vi(x) ( скорость, Pi(x) ( плотность слоя. Зная h1(x) и найдя Hi(x), тем самым найдем и неизвестные hi(x), i = 2,...,n. Мы предполагаем, что Vi(x), Pi(x) являются для всякого фиксированного значения xО [x0,X] постоянными по глубине в пределах i-го слоя. 


Скорость, плотность и акустическая жесткость каждого i-го слоя связаны между собой равенством


Ci(x) = Vi(x)Pi(x).					 	(2)


Предположим, что мы сумели найти функцию Pi(x) в виде


Pi(x) = Pi(x0)fi(x).						 	(3)


где fi(x) известная найденная нами функция, а Pi(x0) ( значение плотности в начале отрезка. Из (2) следует, что  


Vi(x) = Ci(x)/Pi(x).					 	(4) 


��












Рис. 1. Схематическое изображение рассматриваемой среды
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С другой стороны, по условию нам известны ti(x) ( времена пробега сейсмических волн в каждом слое как функции от горизонтальной координаты x. Поэтому мощность каждого слоя можно представить как функцию от горизонтальной координаты x. То есть 


Hi(x) = Vi(x)ti(x).						 	(5)


Поэтому из (4) и (5) получим


Hi(x) = Ci(x)ti(x)/Pi(x),					 	(6)


а из (3) будем иметь


Hi(x) = Ci(x)ti(x)/(Pi(x0)fi(x)). 					(7)


Для удобства дальнейшего изложения примем следующие обозначения:


Ai = 1/Pi(x0),  Gi(x) = Ci(x)ti(x)/fi(x).				 (8)


Заметим, что Gi(x), в силу сказанного выше, ( известные функции, а Ai ( неизвестные числа для всех i = 1,2,...,n. В связи с этим (7) можно записать следующим образом:


Hi(x) = AiGi(x).						 (9)


Подставив выражения, полученные в (9) для Hi(x) в формулу (1), получим:


еHi(x) = еAiGi(x) = H(x). 				(10)


Разобьем теперь отрезок [x0,X] на оси OX некоторым образом на n-1 частей точками x1,x2,...,xn (рис. 1).


(x1 = x0) < x2 <...< xn-1 < (xn = X).				 (11)


Подставив в (10) вместо x последовательно каждое из xj, j = 1,...,n, получим:


A1G1(x1) +...+ AnGn(x1) = H(x1) 


A1G1(xn) +...+ AnGn(xn) = H(xn). 					(12)


Получим систему линейных уравнений n-го порядка с неизвестными Ai. Найдя Ai, найдем из равенств (8) и Pi(x0). Затем, так как функции fi(x) считаем известными, найдем по формуле (3) функции Pi(x). Затем по формуле (4) найдем функции Vi(x), а по формуле (5) функции Hi(x). Из единственности решения линейной системы уравнений следует единственность найденных функций Pi(x), Vi(x) и Hi(x).


Если в каждом слое предположить плотность постоянной величиной Pi(x0), то в равенстве (3) fi(x) = 1 для всех слоев. В этом случае задача уже будет решена. Поэтому в дальнейшем будем считать плотность переменной величиной.





2. Нахождение функции fi(x) по скорости или акустической жесткости как с использованием их первых производных, так и без использования производных


Из работы (Гогоненков, 1987) следует, что удовлетворительная аппроксимация зависимости P от V может быть получена при использовании уравнения 


P = mVn, 					(13)


где m для разных районов изменяется от 0,293 до 0,902, а n ( от 0,134 до 0,902. Из уравнения (13) получим P1/n = m1/nV, поэтому V = m-1/nP1/n. Положим m-1/ n = c, 1/n = l, тогда


V = cPl,							 (14)


3,73 < l < 7,46.						 (15)


В работе (Гогоненков, 1987) говорится также, что для основных литотипов пород (песчаники, глины, известняки, доломиты) связь между V и P удовлетворительно описывается уравнением (14). Гидрохимические осадки (соль, гипс, ангидрит), а также уголь характеризуются аномальным соотношением V и P. Для некоторых пород, например, известняков зависимость близка к линейной, что также соответствует зависимости (14) при l = 1.


Из уравнений (2) и (14) следует, что 


C = cPl+1.						 (16)


Пусть плотность является непрерывной, линейной функцией в каждом слое. На самом деле представление плотности в виде линейной функции лишь приближенная модель. Но в большинстве случаев плотность отдельного слоя можно считать слабо изменяющейся функцией, и можно разбить области ее определения на участки, где она ведет себя почти линейно.


x0 < x1 <...< xk-1 < X,  xk = X.				 (17)


Приведем в качестве иллюстрации метода решение задачи для упрощенной модели. Для этого рассмотрим отрезок [x0,x1]. В нем плотность задается функцией


P(x) = ax + P0,					 (18) 


где P0 = P(x0) ( значение плотности в начале слоя, a ( некоторая константа. Для простоты дальнейших рассуждений положим x1 = x. В дальнейших рассуждениях будем рассматривать все функции заданные на отрезке


[x0,x].						 (19) 


Из (14) и (16) будем иметь


V(x) = c[ax + P0]l, C(x) = c[ax + P0]l+1.			 (20) 


Так как скорость и акустическая жесткость связаны с плотностью уравнениями (14) и (16), то скорость и жесткость имеют производные первого порядка в тех же точках, что и плотность. Из (20) получим: 


V '(x) = cal(ax + P0)l-1, C '(x) = ca(l + 1)(ax + P0)l.			 (21)


Пусть A = P0/a. Из (20) и (21) получим:


[V '(x)(x + A)]/V(x) = [cla(ax + P0)l-1(x + P0/a)]/[c(ax + P0)l] = l,


следовательно,


l = [V '(x)(x + A)]/V(x).					 (22)  


Аналогично


l + 1 = [C '(x)(x + A)]/C(x). 				(23)  





Так как					ax + P0 = P0[(x + A)/A],





из (18) будем иметь


P(x) = P0[(x + A)/A].					 (24)


Следовательно, искомая функция f(x) из равенства (3) будет вида [(x + A)/A], где А неизвестное пока число. Из (14) и (16) получим


V(x) = cP(x)l,   C(x) = cP(x)l+1,				 (25) 


откуда


V(х0) = cP(х0)l,  C(х0) = cP(х0)l+1.				 (26) 


Делим равенства (25) на равенства (26), соответственно,


[P(x)/P(х0)]l = V(x)/V(х0),   [P(x)/P(х0)]l+1 = C(x)/C(х0).		 (27)


Из (27) следует, что


P(x) = P(х0)[V(x)/V(х0)]1/l,  P(x) = P(х0)[C(x)/C(х0)]1/(l+1).		 (28)


Из (24) и (28)


P0[(x + A)/A] = P(x0)[V(x)/V(x0)]1/l, 


P0[(x + A)/A] = P(x0)[C(x)/C(x0)]1/(l+1), 


откуда


(x + A)/A = [V(x)/V(х0)]1/l, 


(x + A)/A = [C(x)/C(х0)]1/(l+1).				 (29)


Логарифмируя равенства (29) получим


ln[(x + A)/A] = {ln[V(x)/V(х0)]}/l


ln[(x + A)/A] = {ln[C(x)/C(х0)]}/(l + 1).				 (30)     


Из (22) и (23) получим


1/l = V(x)/[V '(x)(x + A)], 


1/(l + 1) = C(x)/[C '(x)(x + A)].


Подставив последние выражения для 1/l и 1/(l + 1), соответственно, в равенства (30) получим


ln[(x + A)/A] = V(x){ln[V(x)/V(х0)]}/ [V '(x)(x + A)],


ln[(x + A)/A] = C(x){ln[C(x)/C(х0)]}/[C '(x)(x + A)],


откуда


(x + A)ln[(x + A)/A] = V(x){ln[V(x)/V(х0)]}/(V '(x)),


(x + A)ln[(x + A)/A] = C(x){ln[C(x)/C(х0)]}/(C '(x)).				 (31)


В равенствах (31) число A = P0/a выражено однозначно (в неявном виде) либо через функции V(x) и V '(x), либо через функции C(x) и C '(x), причем, что существенно, для каждой точки x. Каждым из уравнений (31) число A = P0/a определяется однозначно и может быть найдено с любой наперед заданной точностью, если функции, стоящие в правых частях уравнений (3), заданы точно. Следовательно, искомая функция f(x) из равенства (3) будет найдена однозначно, что следует из равенства (24). Если мы, кроме того, знаем плотность P0 в точке x0, то из равенства (24) следует, что мы однозначно определяем функцию P(x) на всем отрезке (19), либо через функции V(x) и V '(x), либо через функции C(x) и C '(x). Приведем теперь и другие формулы, позволяющие явно выразить числа А и l, через скорость и ее первую производную.


А = (xV(х0) V '(x) ( x0V(x) V '(х0))/(V(x) V '(х0) ( V(х0) V '(x)), 


А = (xС(х0) C '(x) ( x0C(x) C '(x0))/(С(x) C '(x0) ( С(x0) C '(x)),			 (32)


l = (xV '(x0) V '(x) ( x0 V '(x) V '(x0))/(V(x) V '(x0) ( V(x0) V '(x)),


l = (xC '(x0) C '(x) ( x0 C '(x) C '(x0))/(С(x) C '(x0) ( С(x0) C '(x)) ( 1.		  (33) 


Эти формулы легко проверяются при помощи равенств (20) и (21). Равенства (31), (32) и (33) имеют место при всех значениях числа x из отрезка [x0,x1], в котором P(x) можно считать линейно изменяющейся функцией. Для всех x из этого отрезка число A = P0/a одно и то же. Поэтому, решая эти уравнения для всех точек xi из отрезка [x0,x1], для которых имеются значения V(xi) и V '(xi) или C(xi) и C '(xi) мы найдем, таким образом, для каждого xi соответствующее ему число Ai. Эти числа должны быть на данном отрезке равны между собой. Так как скорости и их первые производные находятся с некоторыми ошибками, то и эти числа будут найдены приближенно. Но если принять за искомое число А среднее арифметическое этих чисел, то при росте числа точек отсчета ошибка будет стремиться к нулю. Кроме того, априорное знание ограничений на значения плотности в каждом из слоев позволяет получать решения с еще большей точностью.


Приведем теперь решение, не использующее производных от функций V(x) и С(x). Положим В = 1/А. Тогда (24) примет вид:


P(x) = P0(Bx + 1).				 	(34) 


Заметим, что в равенствах (29) вместо x0 можно взять любое число, лежащее в отрезке (19). Возьмем вместо x0 в этих равенствах произвольное число x1, а вместо x ( число x2, причем оба числа лежат на отрезке (19) и x1 меньше x2. Учитывая (34) из (29) получим:


(Bx2 + 1) = [V(x2)/V(x1)]1/l, 


(Bx2 + 1) = [C(x2)/C(x1)]1/(l+1). 					(35)


Логарифмируя первое из равенств (35) будем иметь


ln(Bx2 + 1) = {ln[V(x2)/V(x1)]}/l.				 (36) 


Возьмем вместо числа x2 число x3, лежащее на отрезке (19) и большее x2. Подставив число x3 вместо x2 в (36), получим:


ln(Bx3 + 1) = {ln[V(x3)/V(x1)]}/l.				 (37) 


Разделив равенство (37) на равенство (36) получим:


(ln(Bx3 + 1))/(ln(Bx2 + 1)) = {ln[V(x3)/V(x1)]}/{ln[V(x2)/V(x1)]}.


Аналогично можно получить равенство


(ln(Bx3 + 1))/(ln(Bx2 + 1)) = {ln[C(x3)/C(x1)]}/{ln[C(x2)/C(x1)]},


используя второе равенство (35). Из последних двух равенств следует, что их правые части равны между собой, так как их левые части совпадают. Предположим, например, что известна скорость во всех точках отрезка (19). Тогда выражение {ln[V(x3)/V(x1)]}/{ln[V(x2)/V(x1)]} ( известно. Обозначим это выражение буквой k. Будем иметь:


(ln(Bx3 + 1))/(ln(Bx2 + 1)) = k.


Поэтому 


ln(Bx3 + 1) = k(ln(Bx2 + 1)), 


где k = k(x1, x2, x3) ( известная функция от переменных x1, x2, x3.


Последнее равенство можно также записать в виде:


(Bx3 + 1) = (Bx2 + 1)k.					 (38)


В равенстве (38) неизвестной величиной является лишь число В. Поэтому, решив (одним из стандартных численных методов) (38) относительно неизвестного числа В, тем самым найдем и искомую функцию P(x) по формуле (34). Для каждой тройки чисел x1 < x2 < x3, лежащих на отрезке (19), из уравнения (38) можно получить независимое решение, то есть найти одно и то же число В. Поэтому решая уравнение (38) при всех возможных значениях чисел x1 < x2 < x3 (так как число отсчетов x дискретно, то число возможных наборов троек чисел x1 < x2 < x3 ( конечно и их все можно перебрать), найдем  достаточно большое число независимых друг от друга решений (отрезки, на которых можно считать плотность линейной функцией от x, достаточно велики). Каждое из решений содержит некоторую ошибку, вследствие неточности значений скорости V(x) и начальной плотности P0. Взяв среднее арифметическое этих решений, мы значительно уточним результат. 


Аналогичное решение получим, если вместо скорости, известной на отрезке (19), будет акустическая жесткость.





3. Заключение


Таким образом, можно подвести итог. Мы в состоянии определить функцию плотности на отрезке либо через скорость и ее первую производную, либо просто через скорость с точностью до постоянного множителя. Аналогичные решения получаем и для акустической жесткости. То есть мы можем найти функцию fi(x) в выражении (3). Тем самым мы в состоянии решить однозначно обратную динамическую задачу сейсморазведки при исходных данных, сформулированных в начале изложения. Заметим, что решение, в том случае, если начальные значения плотностей в слоях неизвестны, опирается на хорошо разработанную теорию решения линейных уравнений. Не вдаваясь здесь в подробности решения этой системы для тех или иных конкретных случаев, заметим, что матрица линейных уравнений (12) будет близка к вырожденной, если в каких-либо двух столбцах или строчках матрицы коэффициенты близки к тому, чтобы считаться пропорциональными между собой. Но если мы проанализируем, что собой представляют эти коэффициенты, то придем к выводу, что они пропорциональны в случаях тривиальных реальных сред, В средах, для которых имеет место пропорциональность коэффициентов рассматриваемой нами матрицы, как правило, искомая плотность ( постоянная величина или линейная функция. В этом случае, определив границы такой среды, и просчитав соответствующие параметры слоев за пределами этих границ, где рассматриваемые коэффициенты не пропорциональны и, следовательно, матрица не вырожденна, можно затем провести линейную аппроксимацию искомых параметров, так как они либо константы, либо (в более сложном случае) ведут себя линейно. 


Этот метод решения легко может быть распространен и на случай трехмерной среды. Развитие этого метода приводит к решению аналогичной задачи для градиентных и градиентно-слоистых сред. При этом задача сводится к решению интегральных уравнений Вольтерра, которые также имеют однозначное решение. Возможны однозначные решения этим методом аналогичных задач и для более сложно построенных сред. Приведенный здесь метод однозначного нахождения функции плотности P(x), при условии, что между плотностью и скоростью или акустической жесткостью существует степенная зависимость вида V(P) = cPl или C(P) = cPl+1, где c и l ( неизвестные параметры, в предположении о линейности P(x), т.е. P(x) = ax+b, где a и b неизвестные числа, вероятно может быть обобщен на достаточно широкий класс функций вида j(P,a1,...,an), где a1,...,an ( неизвестные числа. Для некоторых частных случаев таких функций это уже сделано.


Итак, представленным в данной работе методом найдены теоретически точные однозначные решения для таких моделей сред, для которых подобные задачи до сих пор не находили однозначного решения. При этом условия, налагаемые на модель, являются типичными и в большинстве случаев действительно имеют место на практике. В этой работе единственным существенным условием является условие, что в литологически однотипных средах (в данном случае ( отдельных слоях) плотности связаны со скоростью или акустической жесткостью некоторой функциональной зависимостью, а плотности на отдельных участках могут считаться изменяющимися линейно. Эти условия не противоречат большинству исследуемых сред. 
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